Данное пособие представляет собой введение в теорию эвристического поиска – один из наиболее разработанных разделов области исследований, известной под названием «искусственный интеллект».
Как и в других учебниках, в данном пособии основные понятия и методы этой теории иллюстрируются примерами известных игр, головоломок и математических задач. У этой традиции, сложившейся почти за 30 лет существования теории эвристического поиска, существует важная причина. Как пишет один из создателей теории Н. Нильсон, «Игры и математические задачи берутся не потому, что они просты и ясны, а потому, что они при минимальных структурах дают нам наибольшую сложность... В игровых задачах и решениях головоломок возникли и отшлифовались многие идеи, которые оказались по-настоящему полезными для менее легкомысленных задач» [Нильсон73, с.13].
Двумя составными элементами процесса решения задач в теории эвристического поиска является представление (формализация) задач и собственно решение – поиск. В пособии рассматриваются два подхода к решению задач и, соответственно, два способа представления – подход с использованием пространства состояний и подход, основанный на  редукции задач. Для обоих подходов описываются используемые алгоритмы поиска решения. Важной особенностью большинства этих алгоритмов является исполь​зование эвристической информации. Эвристикой обычно принято называть любое правило, стратегию, прием, существенно помогающий решению некоторой задачи. В области искусственного интеллекта и теории поиска под эвристической информацией понимается все то, что относится к конкретной решаемой задаче и служит более эффективному ее решению.

Глава 1.  Подходы к решению задач
1.1. Представление задач в пространстве состояний
1.1.1  Основные понятия

Типичным представителем класса задач, для которых подходит представление в пространстве состояний, является головоломка, известная как игра в пятнадцать – см. рис.1(а). В ней используется пятнадцать пронумерован​ных (от 1 до 15) подвижных фишек, расположенных в клетках квадрата 4(4. Одна клетка этого квадрата всегда остается пустой, так что одну из соседних с ней фишек можно передвинуть на место этой пустой клетки, изменив тем самым местоположение пустой клетки. Заметим, что более простым вариантом этой головоломки является игра в восемь (квадрат 3(3 и восемь фишек) – пример соответствующей задачи показан на рис.1(б).

На рис.1(а) изображены две конфигурации фишек. В головоломке требуется преобразовать первую, или начальную, конфигурацию во вторую, или целевую конфигурацию. Решением этой задачи будет подходящая последовательность сдвигов фишек, например: передвинуть фишку 8 вверх, фишку 6 влево и т.д. 
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Рис. 1. Игра в пятнадцать и игра в восемь фишек

Важной особенностью класса задач, к которому принадлежит игра в пятнадцать (восемь) фишек, является наличие в задаче точно определенной начальной ситуации и точно определенной цели. Имеется также некоторое множество операций, или ходов, переводящих одну конфигурацию в другую. Именно из таких ходов состоит искомое решение задачи, которое можно в принципе получить методом проб и ошибок. Действительно, отправляясь от начальной ситуации, можно построить конфигурации, возникающие в результате выполнения возможных в этой ситуации ходов, затем построить множество конфигураций, получающихся после применения следующего хода, и так далее – пока не будет достигнута целевая конфигурация.
Введем теперь основные понятия, используемые при формализации задачи в пространстве состояний. Центральным из них является понятие состояния задачи. Например, для игры в пятнадцать (или в восемь) состояние – это просто некоторая конкретная конфигурация фишек. 

Среди всех состояний задачи выделяются начальное состояние и целевое состояние, в совокупности определяющие задачу, которую надо решить  ( примеры их приведены на рис.1.
Другим важным понятием является понятие оператора, т.е. допустимого хода в задаче. Оператор преобразует одно состояние в другое, являясь по сути функцией, определенной на множестве состояний и принимающей значения из этого множества. Для игры в пятнадцать или в восемь удобнее выделить четыре оператора, соответствующие перемещениям пустой клетки (фишки-«пустышки») влево, вправо, вверх, вниз. В некоторых случаях оператор может оказаться неприменимым к какому-то состоянию: например, операторы сдвига вправо и вниз неприменимы, если пустая клетка расположена в правом нижнем углу. Значит, в общем случае оператор является частично определенной функцией отображения состояний.
В терминах состояний и операторов решение задачи есть определенная последовательность операторов, преобразующая начальное состояние в целевое. Решение задачи ищется в пространстве состояний – множестве всех состояний, достижимых из начального состояния при помощи заданных операторов. Например, в игре в пятнадцать или в восемь пространство состояний состоит из всех конфигураций фишек, которые могут быть образованы в результате возможных перемещений фишек.
Пространство состояний можно представить в виде направленного графа, вершины которого соответствуют состояниям, а дуги (ребра) – применяемым операторам. Указанные в виде стрелок направления соответствуют движению от вершины-аргумента применяемого оператора к результирующей вершине. Тогда решением задачи будет путь в этом графе, ведущий от начального состояния к целевому. На рис.2 показана часть пространства состояний для игры в пятнадцать:  в каждой вершине помещена та конфигурация фишек, которую она представляет. Все дуги между вершинами являются двунаправленными, поскольку в этой головоломке для любого оператора есть обратный ему (точнее, множество операторов состоит из двух пар взаимно-обратных операторов: влево-вправо, вверх-вниз). 
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Рис. 2. Часть пространства состояний для игры в пятнадцать

Пространства состояний могут быть большими и даже бесконечными, но в любом случае предполагается счетность множества состояний.

Таким образом, в подходе к решению задачи с использованием пространства состояний задача рассматривается как тройка (S​I , O, SG) , где

SI  – начальное состояние;

O – конечное множество операторов, действующих на не более чем счетном множестве состояний;

SG  – целевое состояние.
Дальнейшая формализация решения задачи с использованием пространства состояний предполагает выбор некоторой конкретной формы описания состояний задачи. Для этого могут применяться любые подходящие структуры – строки, массивы, списки, деревья и т.п. Например, для игры в пятнадцать или восемь наиболее естественной  формой описания состояния будет двумерный массив. Заметим, что от выбора формы описания состояния зависит в общем случае сложность задания операторов задачи, которые должны быть также определены при формализации задачи в пространстве состояний. 

Если для игры в пятнадцать средством формализации выступает язык программирования Лисп или Паскаль, то операторы задачи могут быть описаны в виде четырех соответствующих функций языка. При использовании же продук​ционного языка, эти операторы задаются в виде правил продукций вида: «исход​ное состояние ( результирующее состояние» (см. [Нильсон73, раздел 2.2]).

В рассмотренных на рис.1 примерах задач искомое целевое состояние задается явно, т.е. известно местоположение каждой фишки в целевой конфигурации. В более сложных случаях игры может быть несколько целевых состояний, либо же целевое состояние может быть определено неявно, т.е. охарактеризовано некоторым свойством, например, как состояние, в котором сумма номеров фишек в верхнем ряду не превосходит 10. В подобных случаях свойство, которому должно удовлетворять целевое состояние, должно быть описано исчерпывающим образом, к примеру, путем задания булевской функции, реализующей проверку нужного свойства состояния задачи. 

Итак, для представления задачи в пространстве состояний необходимо определить следующее:

· форму описания состояний задачи и описание начального состояния;

· множество операторов и их воздействий на описания состояний;

· множество целевых состояний или же описание их свойств.

Перечисленные составляющие задают неявно граф-пространство состояний, в котором необходимо найти решение задачи. Заметим попутно, что, в отличие от такого неявного способа задания графа, при явном способе задания все вершины и дуги графа должны быть перечислены, например, с помощью таблиц. 

Решение задачи в пространстве состояний подразумевает просмотр неявно заданного графа, для чего необходимо преобразование в явную форму достаточно большой его части, включающей искомую целевую вершину. Действительно, просмотр осуществляется как последовательный поиск, или перебор вершин, в пространстве состояний. В исходной точке процесса к начальному состоянию применяется тот или иной оператор и строится новая вершина-состояние, а также дуги, связывающие ее с корневой вершиной. На каждом последующем шаге поиска к одной из уже полученных вершин-состояний применяется допустимый оператор и строится еще одна вершина графа и связывающие дуги. Если очередная построенная вершина соответствует целевому состоянию, то процесс поиска завершается.

1.1.2  Примеры пространств состояний

Разберем два характерных примера представления задач в пространстве состояний, показывающих, что такое представление возможно для различных типов задач. Подчеркнем заранее, что предлагаемые ниже представления, хотя и являются достаточно естественными, все же не являются единственно допустимыми в этих задачах, возможны и другие варианты.

Вообще, от выбора представления, т.е. рассмотренных выше составляющих, зависит размер пространства состояний, а значит, и эффективность поиска в нем. Очевидно, желательны представления с малыми пространствами состояний, но нахождение удачных представлений, сужающих пространство поиска, требует обычно некоторого дополнительного анализа решаемой задачи.

Рассмотрим формализацию в пространстве состояний известной задачи о коммивояжере. Коммивояжер, располагая картой дорог, соединяющей 7 городов (см. рис.3), должен построить свой маршрут так, чтобы, выехав из города А, он посетил каждый из других шести городов B, C, D, E, H, G в точности по одному разу и затем вернулся в исходный город. В другом, более сложном варианте задачи требуется также, чтобы маршрут имел минимальную протяженность.
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Рис. 3. Задача о коммивояжере: схема дорог между городами

Состояние решаемой задачи можно задать как список городов, которые коммивояжер уже посетил к текущему моменту. Тогда возможным состояниям соответствуют списки из элементов A, B, C, D, E, H, G  без повторений, исключение составляет только элемент-город A, он может встретиться в списке дважды – в начале списка и его конце. Пример списка-состояния – (A B C H). Начальное же состояние определяется как список (A), а целевое – как любой допустимый список, начинающийся и кончающийся элементом A. 

Для определенных таким образом состояний операторы задачи могут соответствовать перемещениям между городами (т.е. дугам графа рис.3) – получаем таким образом 13 операторов. На рис.4 показана в виде графа часть получающегося пространства состояний, включающая решающий путь. Этот граф является деревом – действительно, при  применении любого оператора список уже посещенных городов может только удлиниться, поэтому в процессе построения новых вершин не может возникнуть вершина, встречавшаяся прежде.

Операторы в этой задаче могут быть определены и другим образом. Например, введем для каждого из семи городов оператор переезда в этот город (из любого другого). Такой оператор применим к некоторому описанию состояния, если он соответствует карте дорог и в список-описание не включен город, в который надо произвести переезд. Например, оператор переезда в город B неприменим к состоянию (A B C D), но применим к состоянию (A D).
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Рис. 4. Задача о коммивояжере: часть пространства состояний 

Обратимся теперь к известной задаче об обезьяне и банане, простейшую формулировку которой мы и рассмотрим. В комнате находятся обезьяна, ящик и связка бананов, которая подвешена к потолку настолько высоко, что обезьяна может до нее дотянуться, только встав на ящик. Нужно найти последователь​ность действий, которые позволят обезьяне достать бананы. Предполагается, что обезьяна может ходить по комнате, двигать по полу ящик, взбираться на него и хватать бананы.
Ясно, что описание состояния этой задачи должно включать следующие сведения: местоположение обезьяны в комнате – в горизонтальной плоскости пола и по вертикали (т.е. на полу она или на ящике), местоположение ящика  на полу и наличие у обезьяны бананов. Все это можно представить в виде 4-элементного списка (ПолОб, ВертОб, ПолЯщ, Цель), где

ПолОб – положение обезьяны на полу (это может быть двухэлементный вектор координат);

ПолЯщ –  положение ящика на полу;

ВертОб – это символ П или Я в зависимости от того, где находится обезьяна, на полу или на ящике;

Цель – это число 0 или 1 в зависимости от того, достала ли обезьяна бананы или нет.
Зафиксируем также три следующие значимые точки в плоскости пола: 

   ТО –  точка первоначального местоположения обезьяны;

   ТЯ – точка первоначального расположения ящика;

   ТБ – точка пола, расположенная непосредственно под связкой бананов.

Тогда начальное состояние задачи описывается списком (ТО, П, ТЯ, 0), а целевое состояние задается как любой список, последний элемент которого равен 1.  

Операторы в этой задаче можно определить так:
1) Перейти (W) – обезьяна переходит в точку W плоскости пола;
2) Передвинуть (V) – обезьяна передвигает ящик в точку V пола;
3) Взобраться – обезьяна взбирается на ящик;
4) Схватить – обезьяна хватает связку бананов.

Условия применимости и действие этих четырех операторов легко задать в виде правил продукций вида:  

 аргумент оператора (  результат оператора,
 причем
 X, Y, Z, W, V – это переменные:

1. Перейти (W)  :  (X, П, Y, Z ) (  (W, П, Y, Z)

2. Передвинуть (V)  :  (X, П, X, Z)  ( (V, П, V, Z)

3. Взобраться  :   (X, П, X, Z)  (  (X, Я, X, Z)

4. Схватить  :   (ТБ, Я, ТБ , 0) ( (ТБ, Я, ТБ , 1)
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Рис. 5. Пространство состояний в задаче об обезьяне

Если считать, что для решения задачи значимы лишь вышеупомянутые точки пола ТО, ТЯ, ТБ, тогда получим пространство состояний задачи, изображенное на рис.5. Это пространство содержит только 13 состояний, дуги графа-пространства помечены порядковым номером применяемого оператора. Пространство содержит четыре цикла хождения обезьяны между тремя значимыми точками (с ящиком или без него). В пространстве есть также две тупиковые ветви – когда обезьяна залезает на ящик, но не под связкой бананов. Жирными дугами (стрелками) показан решающий путь, состоящий из четырех операторов:

   Перейти (ТЯ); Передвинуть (ТБ); Взобраться; Схватить.
Рассмотренный пример показывает, сколь важен для успешного и эффективного решения задачи выбор определенного представления. Такое небольшое по размерам пространство состояний получено, в частности, вследствие того, что игнорировались все точки пола, кроме трех, соответствующих первоначальному расположению  обезьяны, ящика и бананов. 

Мощным приемом сужения пространств состояний является применение так называемых схем состояний и схем операторов, в которых для описаний состояний и операторов используются переменные. Тем самым схема состояния описывает целое множество состояний, а не только одно, а схема оператора определяет все множество действий некоторого типа. В рассмотренном нами представлении задачи об обезьяне использовались схемы операторов, но не схемы состояний. Другое представление этой задачи с использованием как схем состояний, так и схем операторов приведено в [Нильсон73, раздел 2.7].

1.2 Редукция задач

1.2.1 Основные понятия

Кроме уже рассмотренного подхода – представления задач в пространстве состояний – для решения ряда задач возможен и другой, более сложный подход. При этом подходе производится анализ исходной задачи с целью выделения такого набора подзадач, решив которые, мы решим исходную задачу. Каждая из выделенных подзадач в общем случае является более простой, чем исходная, и может быть решена каким-либо методом, в том числе – с использованием пространства состояний. Но можно продолжить процесс, последовательно выделяя из возникающих задач свои подзадачи – до тех пор, пока не получим элементарные задачи, решение которых уже известно. Такой путь называется подходом, основанным на сведении задач к подзадачам, или на редукции задач.
Для иллюстрации этого подхода рассмотрим один из вариантов известной головоломки – задачи о ханойской башне, или пирамидке. В ней используются 3 колышка (обозначим их буквами A, B, C) и 3 диска разного диаметра, которые можно нанизывать на колышки через отверстия в центре. В начале все диски расположены на колышке А, причем диски меньшего диаметра лежат на дисках большего диаметра – см. рис. 6 (диски перенумерованы в порядке возрастания диаметра). Требуется переместить все диски на колышек С, соблюдая следующие правила. Перемещать можно только самый верхний диск, и нельзя никакой диск класть на диск меньшего размера. На рис.6 показаны начальное и целевое состояния задачи о ханойской башне.
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Рис. 6. Задача о ханойской башне

Эта задача легко может быть формализована в пространстве состояний: состояние задачи задается списком из трех элементов, каждый из которых указывает местоположение соответствующего диска (первый элемент – первого диска, второй – второго, третий – третьего). Начальное состояние описывается списком (ААА), а целевое – (ССС). При этом предполагается, что если на одном колышке находится более одного диска, то любой больший диск расположен ниже любого меньшего.
Полное пространство состояний задачи о пирамидке представлено графом на рис.7, включающем 27 вершин. Путь в этом графе, выделенный жирными дугами со стрелками, представляет собой решение задачи, которое включает 7 перемещений дисков.
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Рис. 7. Пространство состояний в задаче о ханойской башне

Это решение можно обнаружить перебором всех возможных перемещений дисков, но метод редукции задач позволяет решить рассматриваемую задачу быстрее. Ключевая идея редукции состоит в том, что для перемещения всей пирамидки необходимо переложить самый нижний диск 3, а это возможно, только если располагающаяся над ним пирамидка из двух меньших дисков 1 и 2 перенесена на колышек В – см. рис. 8(а). 
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Рис. 8. Задача о ханойской башне: два решающих состояния

Таким образом, исходную задачу можно свести к трем следующим подзадачам:
1)  переместить диски 1 и 2 с колышка А на колышек В (1, 2 : А(В);

2)  переместить диск 3 с колышка А на колышек С (3 : А(С);
3)  переместить диски 1 и 2 с колышка В на колышек С (1, 2 : В(С).
На рис. 8(б) показано исходное состояние для третьей задачи. 

Каждая из трех указанных задач проще исходной. Действительно, в первой и в третьей задачах требуется переместить всего два диска, вторая же задача может рассматриваться как элементарная, так как ее решение состоит ровно из одного хода – перемещения диска 3 на колышек С. В первой и третьей задачах можно вновь применить метод редукции задач, и свести их к элементар​ным задачам. Весь процесс редукции можно схематически представить в виде дерева на рис. 9. Вершины дерева соответствуют решаемым задачам/подзадачам, причем листья дерева соответствуют элементарным задачам перемещения дисков, а дуги связывают редуцируемую задачу с ее подзадачами.
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Рис. 9. Редукция задачи о ханойской башне

Заметим, что рассмотренная идея сведения задачи к совокупности подзадач может быть применена и в случае, когда начальная конфигурация задачи о пирамидке содержит не три, а большее число дисков. 
Таким образом, в случае подхода, основанного на редукции задач, мы получаем также пространство, но состоящее не из состояний, а из задач/подзадач (точнее, их описаний). При этом роль, аналогичную операторам в пространстве состояний, играют операторы, сводящие задачи в подзадачи. Точнее, каждый оператор редукции преобразует описание задачи в описание множества подзадач, причем это множество таково, что решение всех подзадач обеспечивает решение редуцированной задачи.

При решении задач методом редукции, как и при решении в пространстве состояний, может возникнуть необходимость перебора. Действительно, на каждом этапе редукции может оказаться несколько применимых операторов (т.е. способов сведения задачи к подзадачам) и, соответственно, несколько альтер​нативных множеств подзадач. Некоторые способы, возможно, не приведут к решению исходной задачи, поскольку могут обнаружиться неразрешимые подзадачи, другие же способы могут дать окончательное решение. В общем случае для полной редукции исходной задачи необходимо перепробовать несколько операторов. Процесс редукции продолжается, пока исходная задача не будет сведена к набору элементарных задач, решение которых известно.

Аналогично представлению в пространстве состояний, формализация задачи в рамках подхода, основанного на редукции задач, включает определение следующих составляющих:

· формы описания задач/подзадач и описание исходной задачи;

· множества операторов и их воздействий на описания задач;

· множества элементарных задач.

Эти составляющие задают неявно пространство задач, в котором требуется провести поиск решения задачи.

Что касается формы описания задач/подзадач, то часто их удобно описывать в терминах пространства состояний, т.е. задавая начальное состояние и множество операторов, а также целевое состояние или его свойства. В этом случае элементарными задачами могут быть, к примеру, задачи, решаемые за один шаг в пространстве состояний. 

Если выбрать такую форму описания  в задаче о пирамидке, то элементарная задача перекладывания самого большого диска с колышка А на С записывалась бы как (ВВА)((ВВС), а исходная задача – как (ААА)((ССС). Причем, поскольку множество операторов предполагается одним и тем же для всех задач/подзадач, то в их описаниях оно в явном виде может не фигурировать. При выбранной форме описания задач результирующие подзадачи естественно интерпретируются как задачи нахождения пути между определенными состояниями-вехами в пространстве состояний. К примеру, такими вехами являются состояния (ВВA) и (ВВC) задачи о пирамидке, изображенные на рис.8. Они обладают тем свойством, что через них пройдет и искомый решающий путь.

В дополнение отметим, что подход с использованием пространства состояний можно рассматривать как вырожденный случай подхода, основанного на редукции задач, так как применение оператора в пространстве состояний сводит обычно исходную задачу к несколько более простой задаче, т.е. редуцирует ее. При этом результирующее множество подзадач состоит только из одного элемента, т.е. мы имеем простейший случай замены редуцируемой задачи на ей эквивалентную.

1.2.2  И/ИЛИ графы. Решающий граф

Для изображения процесса редукции задач и получающихся при этом альтернативных множеств подзадач используются обычно графоподобные структуры, вершины которых представляют описания задач и подзадач, а каждая дуга связывает пару вершин, соответствующих редуцируемой задаче и одной из результирующих подзадач, причем стрелки на дугах указывают направление редукции. Пример такой структуры приведен на рис.10(а): задача G может быть решена путем решения либо задач D1 и D2, либо E1, E2 и E3  либо задачи F. При этом ребра, относящиеся к одному и тому же множеству подзадач, связываются специальной дугой. Чтобы сделать такую структуру более наглядной, вводятся дополнительные промежуточные вершины, и каждое множество результи​рующих задач группируется под своей родительской вершиной. При этом структура на рис.10(а) преобразуется в структуру, изображенную на рис.10(б): для двух из трех альтернативных множеств подзадач добавлены соответственно вершины D и E.
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Рис. 10. Схематическое изображение редукции задач
Если считать, что вершины D и E соответствуют описаниям альтернативных путей решения исходной задачи, то вершину G можно назвать ИЛИ-вершиной, так как задача G разрешима или способом D, или способом E, или способом F. Аналогично вершины D и E можно назвать И-вершинами, поскольку каждый из соответствующих им способов требует решения всех подчиненных задач, что и обозначается специальной дугой. По этой причине структуры, подобные структурам, изображенным на рис.10(б) и рис.11, называются И/ИЛИ-графами (или графами целей). 

Если некоторая вершина такого графа имеет непосредственно следующие за ней (дочерние) вершины, то либо все они являются И-вершинами, либо все они – ИЛИ-вершины. Заметим, что если у некоторой вершины И/ИЛИ-графа имеется ровно одна дочерняя вершина, то последнюю можно считать как И‑вершиной, так и ИЛИ-вершиной  ( такова, например, вершина F на рис.10(б).

На языке И/ИЛИ-графов применение нескольких операторов редукции задачи  будет означать, что сначала будет построена промежуточная И-вершина, а затем непосредственно следующие за ней ИЛИ-вершины подзадач. Исключение составляет случай, когда множество задач состоит только из одного элемента, в этом случае будет образована ровно одна вершина, будем для определенности считать ее ИЛИ-вершиной. 

Вершину И/ИЛИ-графа, соответствующую описанию исходной задачи, будем называть начальной вершиной. Вершины же, которые соответствуют описаниям элементарных задач, будем называть заключительными вершинами. В графе, показанном на рис.11, начальной является вершина P0, а заключительными – вершины P1, P4, P5, P7 и P8 (они изображены жирными кружками).

Поиск решения задачи, осуществляемый путем перебора вершин графа, применим и в подходе, основанном на редукции задач. Цель поиска на И/ИЛИ-графе – показать, что разрешима исходная задача, т.е. начальная вершина. Разрешимость этой вершины зависит от разрешимости других вершин графа. 
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Рис. 11. Пример И/ИЛИ-графа
Сформулируем общее рекурсивное определение разрешимости вершины в И/ИЛИ-графе:

· заключительные вершины разрешимы, так как они соответствуют элементарным задачам;

· ИЛИ-вершина, не являющаяся заключительной,  разрешима тогда и только тогда, когда разрешима по крайней мере одна из ее дочерних вершин;

· И-вершина, не являющаяся заключительной, разрешима тогда и только тогда, когда разрешима каждая из ее дочерних вершин.

Если в процессе поиска удалось показать, что начальная вершина разрешима, то это значит, что обнаружено решение исходной задачи, которое заключено в так называемом решающем графе. Решающий граф – это подграф И/ИЛИ-графа, состоящий только из разрешимых вершин и доказывающий разрешимость начальной вершины.

Для И/ИЛИ-графа, изображенного  на рис.11, разрешимыми являются (кроме заключительных) вершины M1, M2, P2, P3. Этот граф содержит два решающих графа: первый состоит из вершин P0, M1, P1, P2 и P5 ; а второй  – из вершин P0, M2, P3, P4 и P5. Заметим, что вершины M3 и P6 не являются разрешимыми (M3 неразрешима в силу неразрешимости вершины P6).

1.2.3  Пример: задача символьного интегрирования

В качестве примера применения метода редукции рассмотрим решение задачи символьного интегрирования, т.е. нахождения неопределенного интеграла 
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. Обычно эта задача решается путем последовательного преобразования интеграла к выражению, содержащему известные табличные интегралы. Для этого используется несколько правил интегрирования, в том числе: правило интегрирования суммы функций, правило интегрирования по частям, правило вынесения постоянного множителя за знак интегрирования, а также применение алгебраических и тригонометрических подстановок и использование различных алгебраических и тригонометрических тождеств. 

Для формализации этой задачи в рамках подхода, основанного на редукции задач, необходимо определить форму описания задач/подзадач, операторы редукции и элементарные задачи. В качестве возможной формы описания задач может быть взята символьная строка, содержащая запись подынтегральной функции и переменной интегрирования (если последняя не фиксирована заранее). Операторы редукции будут основаны, очевидно, на упомянутых правилах интегрирования. Например, правило интегрирования по частям
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сводит исходную задачу (неопределенный интеграл в левой части равенства) к двум подзадачам интегрирования (два соответствующих интеграла в правой части равенства).

Заметим, что часть получаемых таким образом операторов редукции (как, например, операторы, соответствующие правилу интегрирования по частям или правилу интегрирования суммы функций), действительно редуцируют исходную задачу и порождают И-вершину в И/ИЛИ-графе, в то время как алгебраические и тригонометрические подстановки и тождества (как, например, деление числителя на знаменатель или дополнение до полного  квадрата) лишь заменяют одно подынтегральное выражение на  другое, порождая, таким образом, ИЛИ-вершины.

Элементарные задачи интегрирования соответствуют табличным интегралам, например:
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Отметим, что поскольку каждая из таких табличных формул содержит переменные, на самом деле она является схемой, задающей бесконечное множество элементарных задач.

Особенностью задачи интегрирования является то, что, например, при интегрировании по частям может оказаться несколько способов разбиения исходного подынтегрального выражения на части и соответственно несколько способов применения этого правила интегрирования. Это означает, что в общем случае для одного правила возможно несколько вариантов редукции задачи, т.е. несколько способов применения одного и того же оператора редукции.

Другая особенность рассматриваемой  задачи  состоит в том, что на каждом шаге редукции применимо обычно большое количество операторов (включая несколько применений одного и того же оператора), и получающийся И/ИЛИ-граф задачи слишком велик даже для несложных задач интегрирования. Поэтому, чтобы сделать поиск на таком графе достаточно эффективным, необходимо как-то ограничивать и/или упорядочивать множество порождаемых при поиске вершин. К примеру, можно упорядочить операторы редукции по степени их полезности, и приписать больший приоритет операторам, соответствующим правилам интегрирования суммы и интегрирования по частям.

На рис.12 показан решающий граф для одной задачи интегрирования. В вершинах графа указаны соответствующие задачи/подзадачи, заключительные вершины заключены в двойные рамки. Решение задачи может быть собрано из содержащейся в графе информации. Оно состоит из следующих шагов:

1. применения подстановки z = tg(x); 

2. эквивалентного преобразования подынтегрального выражения;

3.
применения правила интегрирования суммы функций, причем одна из трех результирующих подзадач оказывается элементарной, а две остальные решаются за один шаг (первая –  путем вынесения постоянного множителя за знак интеграла, вторая –  применением подстановки z =tg (w)).
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Рис. 12. Решающий граф для одной задачи интегрирования
Подход, основанный на редукции задач, применим и имеет преимущества по сравнению с подходом, использующим представление в пространстве состояний, когда получающиеся при редукции подзадачи можно решать независимо друг от друга, как в примере с интегрированием. Впрочем, это условие взаимной независимости результирующих задач можно несколько ослабить. Метод редукции применим также, если решения получающих подзадач зависят друг от друга, но при этом существует такой порядок их редукции, при котором найденные решения одних, более ранних подзадач не разрушаются при решении других, более поздних – как в головоломке о ханойской башне, в которой важен лишь порядок решения выделяемых подзадач.
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Глава 1.  Подходы к решению задач
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1.2 Редукция задач
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